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“ Quantizations” of higher hamiltonian analogues of
the Painleve I and Painleve II equations with two
degrees of freedom
B. I. Suleimanov∗
Аннотация
We construct a solution of an analog of the Schro¨dinger equation for the Hamiltonian
H1(z, t, q1, q2, p1, p2) corresponding to the second equation P
2
1
in the Painleve I
hierarchy. This solution is produced by an explicit change of variables from a solution
of the linear equations whose compatibility condition is the ordinary differential
equation P 2
1
with respect to z. This solution also satisfies an analog of the Schro¨dinger
equation corresponding to the HamiltonianH2(z, t, q1, q2, p1, p2) of Hamiltonian system
with respect to t which is compatible with P 2
1
. A similar situation occurs for the P 2
2
equation in the Painleve II hierarchy.
∗
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1
“Квантования” высших гамильтоновых аналогов уравнений
Пенлеве I и II с двумя степенями свободы
Б. И. Сулейманов
Аннотация
Построено решение аналога уравнения Шредингера, определяемого гамиль-
тонианом H1(z, t, q1, q2, p1, p2) второго члена P
2
1
иерархии первого уравнения Пе-
нлеве. После явной замены оно задается решением систем линейных уравнений,
условием совместности которых является нелинейное обыкновенное дифферен-
циальное уравнение P 2
1
по независимой переменной z. Результат этой замены
удовлетворяет также аналогу уравнения Шредингера, определяемого гамильто-
нианом H2(z, t, q1, q2, p1, p2) гамильтоновой системы c независимой переменной
t, которая совместна с уравнением P 2
1
. Показано, что схожая ситуация имеет
место для представителя P 2
2
иерархии второго уравнения Пенлеве.
Для всех шести обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) Пенлеве
qzz = f(z, q, qz), решения соответствующих им пар линейных систем метода изомоно-
дромных деформаций (ИДМ) из статьи Р.Гарнье [1] с помощью явной замены задают
[2] решения уравнений
∂
∂z
Ψ = H(z, x,−
∂
∂x
)Ψ (1)
(см. также начало Заключения данной статьи). Эти уравнения определяются квад-
ратичными по импульсам p гамильтонианами H = H(z, q, p) гамильтоновых систем
q′z = H
′
p(z, q, p), p
′
z = −H
′
q(z, q, p), исключение из которых p дает шесть ОДУ Пенлеве.
Из уравнений Шредингера
ε
∂
∂z
Ψ = H(z, x,−ε
∂
∂x
)Ψ, (2)
зависящих от постоянной Планка h = 2pih¯ = −2piiε, эти шесть эволюционных уравне-
ний (1) получаются в результате формальной замены ε = 1. (Для случаев уравнений
Пенлеве III и V в формулах [2] содержатся неточности. Но они легко поправимы.)
Отметим, что для ОДУ, получающихся из первого и второго уравнений Пенлеве
I и II, соответствующие уравнения ИДМ после растяжений переходят в cовместные
системы линейных ОДУ, которые при произвольном фиксированном комплексном
числе ε задают точные решения уравнений (2), определяемые гамильтонианами H ,
зависящими от ε. Поясним сказанное:
Пара уравнений ИДМ Гарнье [1] для ОДУ (aj — произвольные постоянные)
λττ = a4(2λ
3 + τλ) + a3(6λ
2 + τ) + a2λ+ a1, (3)
которое в частных случаях содержит первое и второе уравнения Пенлеве, имеет вид
Wyy = P (τ, y)W, Wτ = B(τ, y)Wy −
1
2
By(τ, y)W, (4)
2
где
B =
1
2(y − λ)
, P = a4[y
4 − λ4 + τ(y2 − λ2)] + 2a3[2(y
3 − λ3) + τ(y − λ)]+
+a2(y
2 − λ2) + 2a1(y − λ) + (λ
′)2 −
λ′
y − λ
+
3
4(y − λ)2
.
Уравнения (4) с такими коэффициентами B(τ, y) и P (τ, y) совместны на решениях
λ(τ) ОДУ (3). Замена V =
√
(y − λ)W систему (4) переводит в уравнения
Vyy =
Vy
y − λ
+ [P −
3
4(y − λ)2
]V, Vτ =
Vy − λ
′V
2(y − λ)
, (5)
Из них следут, что для их совместного решения V (τ, y) справедливо тождество
Vτ =
Vyy
2
− [
a4
2
(y4 + τy2) + a3(2y
3 + τy) +
a2
2
y2 + a1z +H(τ, λ(τ), λ
′(τ)]V. (6)
Здесь функция H(τ, λ(τ), λ′(τ)) при λ = λ(τ) и µ = λ′(τ) совпадает с гамильтонианом
H =
µ2
2
−
a4
2
(λ4 + τλ2)− a3(2λ
3 + τλ)−
a2
2
λ2 − a1λ (7)
гамильтоновой системы λ′τ = H
′
µ(τ, λ, µ), µ
′
τ = −H
′
λ(τ, λ, µ), эквивалентной ОДУ (3).
Преобразованием Ψ = exp (
∫ τ
τ∗
H(ν, λ(ν), µ(ν))dν)V тождество (6) сводится к эволю-
ционному уравнению вида (1)
Ψτ =
Ψyy
2
− [
a4
2
(y4 + τy2) + a3(2y
3 + τy) +
a2
2
y2 + a1y]Ψ,
определяемому гамильтонианом (7). Последнее же в результате растяжений
z = ετ, x = εy, q = ελ
переходит в уравнение вида (2)
εΨz =
ε2Ψxx
2
− [
a4
2
(
x4
ε4
+
zx2
ε3
) + a3(
2x3
ε3
+
zx
ε2
) +
a2
2
x2
ε2
+ a1
x
ε
]Ψ,
определяемого гамильтонианом
H(z, q, p) =
p2
2
−
a4
2
(
q4
ε4
−
zq2
ε3
)− a3(
2q3
ε3
−
zq
ε2
)−
a2
2
q2
ε2
− a1
q
ε
.
Следуя терминологии [3], уравнения типа уравнений Шредингера (2) с постоян-
ными ε, не связанными с h, называются в этой статье “квантованиями”. ( При ε = 1
они используются, например, при описании фильтрации процессов диффузии [4], [5].)
Дальнейшее развитие результаты [2] получили в работах [3], [6]—[10]. Но вопрос
о подобных “квантованиях” для высших аналогов уравнений Пенлеве до сих пор не
3
изучался. Ниже такие “квантования” приводятся для совместных решений уравнений
Кортевега — де Вриза (КдВ)
ut = −uuz − uzzz (8)
и Нелинейного уравнения Шредингера (НУШ)
− iut = uzz + 2δ|u|
2u (δ = const ∈ R) (9)
с ОДУ, определяемых суммами стационарных частей первых высших автономной
симметрий уравнений (8), (9) и их симметрий Галилея. Эти высшие аналоги, соответ-
ственно, ОДУ Пенлеве I и II эквивалентны двум парам совместных гамильтоновых
систем с двумя степенями свободы по независимым переменным z и t.
1 Член P 21 иерархии уравнения Пенлеве I
1.1. Первым высшим представителем P 2
1
иерархии изомонодромных нелинейных
ОДУ P n
1
уравнения Пенлеве I, называемых также массивными (2n+1, 2) струнными
уравнениями [11], [12], является уравнение
uzzzz +
5
3
uuzz +
5
6
u2z +
5
18
(z − tu+ u3) = 0, t = const. (10)
Интерес к ОДУ (10) в первую очередь связан с тем, что оно обладает специаль-
ным решением u(z, t), возникающим при исследовании самых разных задач матема-
тической физики. В частности [13], это решение cовпадает с решением Гуревича—
Питаевского (ГП) уравнения КдВ (8), введенным в рассмотрение в [14] в качестве
функции, универсальным образом описывающая влияние малых дисперсионных до-
бавок на опрокидывание простых волн в нелинейной гидродинамике. (В главном по-
рядке асимптотика специального решения ГП при t→∞ описана в известной работе
[15]. Результаты [15] уточнены в [13], [16]—[21], в [22] доказана его гладкость, в [19]
поведение решения ГП промоделировано численно.) Подобную же роль эта специаль-
ная функция играет не только в случае простых волн, но и [16], [17], [23]—[25] для
решений общего положения двухкомпонентных гидродинамических систем с малой
дисперсией. Ряд конкретных двухкомпонентных систем, большей частью не инте-
грируемых, решения которых подтверждают справедливость последнего утвержде-
ния, описан в [17]— см. также [19], [24], [25]. А согласно гипотезе, сформулированной
Б. А. Дубровиным [24], [25], решение ГП для задач с малой дисперсией должно играть
еще более универсальную роль. Кроме того [13], [19], эта же нелинейная специальная
функция изучалась в [26], [27] в связи с задачами квантовой теории гравитации.
1.2. Совместные решения уравнений (8) и (10) относятся к классу изомононо-
дромных решений уравнений нулевой кривизны [28]. Эти уравнения есть условие
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совместности линейных систем ( всюду далее нижний индекс при u означает поря-
док производной u по переменной z)
Φz =
(
0 1
ζ − u/6 0
)
Φ,Φt =
(
u1/6 −u/3− 4ζ
u2/6 + u
2/18 + ζu/3− 4ζ2 −u1/6
)
Φ, (11)
5
1728
Φζ = (
4ζu1 + u3 + uu1
96
(
−1 0
0 1
)
+ (ζ2 +
ζu
12
+
u2
48
+
u2
96
−
5t
288
)
(
0 1
0 0
)
+
+(ζ3 −
ζ2
12
− ζ
6u2 + u
2 + 5t
288
+
u2u
288
−
u2
1
576
+
u3
864
+
5z
1728
)
(
0 0
1 0
)
)Φ. (12)
З а м е ч а н и е 1. Системы (11), (1), взятые из статьи [22], простыми заменами
сводятся к трем линейных системам, выписанным ранее в [13].
При этом имеет место система ОДУ, состоящая из (8) и уравнений
(u1)t =
2
3
uu2 −
1
6
u2
1
+
5
18
(z − tu+ u3),
(u2)t =
2
3
uu3 +
1
3
u1u2 +
5
18
(1− tu1 + 3u1u
2), (13)
(u3)t = u3u1 +
1
3
(u2)
2 −
5
18
u2u2 +
10
9
u(u1)
2 −
5
27
(u4 − tu2 + zu)−
5
18
tu2.
ОДУ (10) и данная система ОДУ эквивалентны гамильтоновым системам с двумя
степенями свободы — соответственно, системам
(qj)
′
z = (H1)
′
pj
, (pj)
′
z = −(H1)
′
qj
(j = 1, 2), (14)
(qj)
′
t = (H2)
′
pj
, (pj)
′
t = −(H2)
′
qj
(j = 1, 2), (15)
c квадратичными по импульсам pj гамильтонианами
H1(z, t, q1, q2, p1, p2) = p1p2 −
5q4
1
8
+
5q2q
2
1
2
−
q2
2
2
−
5tq2
1
36
+
5zq1
108
, (16)
H2(z, t, q1, q2, p1, p2) = −
p2
1
2
− q1p1p2 + (q2 −
5t
36
)p2
2
+
5p2
108
+
+
q5
1
2
− 2q1q
2
2
−
5tq3
1
36
+
5tq1q2
18
−
5zq2
1
216
−
5zq2
108
, (17)
где q1 = u/6, q2 = u2/6 + 5u
2/72 p1 = u3/6 + 5uu1/36, p2 = u1/6 (эти формулы полу-
чены, исходя из аналогий с формулами (5.1.7) — (5.1.10) статьи [29] для двухзонных
решений уравнения КдВ). Ниже показано, что каждое решение (11), (1) задает ре-
шение уравнений (ε = 5/54)
εΨz = ε
2Ψxy + [−
5x4
8
+
5x2y
2
−
y2
2
−
5tx2
36
+
5zx
108
]Ψ, (18)
5
εΨt = ε
2[−
Ψxx
2
− xΨxy +
1
2
∂
∂y
((y −
5t
36
)Ψy) + (y −
5t
36
)
Ψyy
2
]− ε
5Ψy
108
+
+ [
x5
2
− 2xy2 −
5tx3
36
+
5txy
18
−
5zx2
216
−
5zy
108
]Ψ, (19)
являющихся “квантованиями”, определяемыми гамильтонианами (16) и (1) — после
формальных замен q1 → x, q2 → y и p1 → −ε
∂
∂x
, p2 → −ε
∂
∂y
их можно символически
записать в виде:
εΨz = H1(z, t, , x, y,−ε
∂
∂x
,−ε
∂
∂y
)Ψ, εΨt = H2(z, t, x, y,−ε
∂
∂x
,−ε
∂
∂y
)Ψ. (20)
1.3. Фундаментальные решения ОДУ (11), (1) задают 2× 2 матрицы
M(z, t, η, ζ) = Φ−1(z, t, η)Φ(z, t, ζ), (21)
которые удовлетворяют двум скалярным линейным уравнениям
1728
5
(ζ − η)Mz = Mζζ −Mηη − 2
Mζ +Mη
ζ − η
−
− (
1728
5
)2[(ζ5 − η5)−
5t(ζ3 − η3)
144
+
5z(ζ2 − η2)
1728
+ r1(t, z)(ζ − η)]M, (22)
1728
20
(ζ − η)Mt = ηMζζ − ζMηη − (ζ + η)
Mζ +Mη
ζ − η
+
+ (
1728
5
)2[ζ(η5 −
5tη3
144
+
5zη2
1728
+ r0(t, z))− η(ζ
5 −
5tζ3
144
+
5zζ2
1728
+ r0(t, z))]M, (23)
зависимость которых от u(z, t) содержится лишь в коэффициентах
r1(z, t) =
1
482
(2u3u1 − u
2
2
+
5u2
1
u
3
+
5zu
9
+
5u4
36
−
5tu2
18
+
25t2
36
),
r0(z, t) =
1
962
(u2
3
+ 2u3u1u+
2u2
2
u
3
−
u2u
2
1
3
+
5u2u
3
3
+
5u2(z − tu)
9
+
5u2
1
u2
6
+
+
5tu2
1
36
+
u5
9
−
5tu3
27
+
5zu2
18
−
25zt
54
).
Заменой
M = (ζ − η) expS(t, z)W, (24)
где функция S удовлетворяет непротиворечивым равенствам
Sz = −
1728
5
[r1(t, z)−
25t2
(288)2
], St =
1728
5
[4r0(t, z) +
50zt
(288)2
],
уравнения (22), (23) переводятся в независящие от u(z, t) уравнения
1728
5
Wz =
Wζζ −Wηη
ζ − η
−
6
−(
1728
5
)2[
ζ5 − η5
ζ − η
−
5t(ζ3 − η3)
144(ζ − η)
+
5z(ζ2 − η2)
1728(ζ − η)
+
25t2
(288)2
]W, (25)
1728
20
Wt =
ηWζζ − ζWηη
ζ − η
−
Wζ −Wη
ζ − η
+ (
1728
5
)2[ζ(η5 −
5tη3
144
+
5zη2
1728
−
−
25zt
(288)26
)− η(ζ5 −
5tζ3
144
+
5zζ2
1728
+
25zt
(288)26
)]
W
ζ − η
. (26)
После перехода от ζ и η к независимым переменным
x = −
ζ + η
2
, y = −
(ζ − η)2
2
+
5t
144
(27)
уравнения (1), (26) принимают вид “квантований” (18) и (19).
2 Член P 22 иерархии уравнения Пенлеве II
2.1. Для вещественных значений z и t ниже описываются “квантования” совместных
решений НУШ (9) и ОДУ
βu3 − 4tu1 + 6βδ|u|
2u1 + 2izu = 0. (28)
Наряду с решением ГП уравнения КдВ, такие решения также играют важную роль
для задач математической физики с малым параметром:
— они задают [30], [31] специальные решения Хабермана — Сана НУШ (9) из рабо-
ты [32], которые в пределе при δ → 0 переходят в интеграл Пирси
Q = const
∞∫
−∞
exp[−2i(βλ4 + 2tλ2 + xλ)]dλ, и которые для довольно широкого ряда
cитуаций описывают влияние малых нелинейностей на высокочастотные асимптоти-
ки около острия (клюва) каустики;
— при δ > 0 с помощью других решений уравнений (9) и (28) описывается [33] вли-
яние малой дисперсии на процессы провального самообострения импульса, которые
характерны для приближений нелинейной геометрической оптики с нелинейностью
общего положения;
— вообще, ОДУ (28) есть первый высший представитель P 2
2
иерархии P n
2
урав-
нения Пенлеве II, важность роли которой (наряду с важностью роли иерархии P n
1
)
для широкого класса задач с малым параметром была предсказана А. В. Китаевым
в [12], исходя из аналогий с иерархиями интегралов Фурье канонического вида, на-
зываемых [34, Гл. VI, §4] специальными функциями волновых катастроф. По поводу
аналогий с уравнением Пенлеве II после просмотра раздела 2.4 данной статьи cм.
еще раздел 6.1 работы К. Окамото [35].
2.2. Совместные решения уравнений (9) и (28) также изомонодромны. Они есть
[30] условие совместности трех линейных уравнений
Φz = i
(
−ζ u
δu∗ ζ
)
Φ, Φt =
(
−i(2ζ2 − δ|u|2) 2iζu− u1
δ(2iζu∗ + u∗
1
) i(2ζ2 − δ|u|2)
)
Φ, (29)
7
Φζ = (−[i(4βζ
3 + 4ζt− 2δβ|u|2ζ + z) + δβ(u1u
∗ − u∗
1
u)]
(
1 0
0 −1
)
+
+
(
0 4iβζ2u− 2βζu1 + 4itu− βut
δ(4iβζ2u∗ + 2βζu∗
1
+ 4itu∗ + βu∗t ) 0
)
)Φ, (30)
где u∗ — комплексное сопряжение u. При этом u задает [30] решения системы ОДУ
по переменной t, определяемой НУШ (9) и уравнениями
βutt = 4itut + 2iβδ|u|
2ut + (2i+ 8tδ|u|
2)u+ 2izu1 + 2βδu1(u1u
∗ − u∗
1
u),
β(u1)t = 2zu+ 4itu1 − 2iβδu(u1u
∗ − u∗
1
u). (31)
Из уравнений (9), (28)и (31) cледует постоянство по z и t выражения
c
4δβ2
= −u∗
2
u−u2u
∗+ |u1|
2−3δ|u|4+
4t
β
|u|2 = i(utu
∗−u∗tu)+ |u1|
2+ δ|u|4+
4t
β
|u|2. (32)
2.3. Формулой (21) фундаментальные решения ОДУ (29), (30) определяют 2× 2
матрицы M(t, z, ζ, η), которые удовлетворяют уравнениям
4β(ζ − η)Mz −Mζζ +Mηη + 2
Mζ +Mη
ζ − η
= [16β2(ζ6 − η6)+
+ 32βt(ζ4 − η4) + 8βz(ζ3 − η3) + (16t2 + c)(ζ − η)2 + r1(z, t)(ζ − η)]M, (33)
2β(ζ − η)Mt − ηMζζ + ζMηη +
(ζ + η)(Mζ +Mη)
ζ − η
= [ζ(16β2η6 + 32βtη4 + 8βzη3+
+ (16t2 + c)η2 + r0(z, t))− η(16β
2ζ6 + 32βtζ4 + 8βzζ3 + (16t2 + c)ζ2 + r0(z, t))]M, (34)
где c — таже постоянная, что в формуле (32),
r1(z, t) = 2iδβ
2(u2u
∗
1
− u∗
2
u1)− 4δz|u|
2 + 8zt,
r0(z, t) = 16t
2δ|u|2 − 16δ2βt|u|4 − 4δβt(u∗
2
u+ u2u
∗) + δβ2|u2|
2 + 4δ3β2|u|6+
+2δ2β2|u|2(u∗
2
u+ u2u
∗)− δ2β2(u1u
∗ − u∗
1
u)2 − 2iδβz(u1u
∗ − u∗
1
u) + z2
Функции r1 и r2 связаны соотношением (r1(z, t))
′
t = 2(r0(z, t))
′
z + 4z.
Заменой (24), где функция S такова, что
4βSz = r1(z, t), 2βSt = r0(t, z) + z
2,
уравнения (33), (34) переводятся в пару уравнений
4βWz −
Wζζ −Wηη
ζ − η
=
= [16β2(ζ6 − η6) + 32βt(ζ4 − η4) + 8βz(ζ3 − η3) + (16t2 + c)(ζ2 − η2)]
W
ζ − η
, (35)
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2βWt −
ζWηη − ηWζζ
ζ − η
−
Wζ −Wη
ζ − η
= [ζ(16β2η6 + 32βtη4 + 8βzη3 + (16t2 + c)η2−
− z2)− η(16β2ζ6 + 32βtζ4 + 8βzζ3 + (16t2 + c)ζ2 − z2)]
W
ζ − η
, (36)
не содержащих зависимости от u.
2.4. H. Kimura в [36] привел список совместных пар гамильтоновых изомоно-
дромных систем с двумя степенями свободы, получающийся в результате последова-
тельных вырождений системы Р.Гарнье из статьи [1]. В их числе содержится пара,
нумеруемая в [36] как H(5):
(λj)
′
t1
= (K1)
′
µj
, (µj)
′
t1
= −(K1)
′
λj
(j = 1, 2), (37)
(λj)
′
t2 = (K2)
′
pj
, (µj)
′
t2 = −(K2)
′
λj
(j = 1, 2), (38)
c квадратичными по импульсам µj гамильтонианами
K1(t1, t2, λ1, λ2, µ1, µ2) =
1
2
2∑
k=1
1
Λ′(λk)
[µ2k − P (t1, t2, λk)µk − 2νλ
2
k], (39)
K2(t1, t2, λ1, λ2, µ1, µ2) =
1
2
2∑
k=1
Q(λk)
Λ′(λk)
[µ2k − (P (t1, t2, λk) +
1
Q(λk)
)µk − 2νλ
2
k], (40)
где ν — постоянная, P (t1, t2, q) = 2q
3 + 2t2q + t1, Λ(q) = (q − λ1)(q − λ2), Λ
′(q) —
производная Λ(q) по q, Q(q) = q − λ1 − λ2. (В [36] имеется опечатка, повторенная в
[35]: гамильтониан K2 приведен без множителя 1/2.)
ОДУ (28) по переменной z и система ОДУ по переменной t, определяемой НУШ
(9) и уравнениями (31) после замен
z =
iαt1
2
, t =
βt2
α
, α = (4β)1/4 exp (ipi/8), (41)
эквивалентны гамильтоновым системам (37) и, cоответственно, (38), определяемых
гамильтонианами (39) и (40). При этом
λ1 = α(
iuz
4u
−
√
−
(uz)2
16u2
−
t
β
+
uzz
4u
+
δ|u|2
2
),
λ2 = α(
iuz
4u
+
√
−
(uz)2
16u2
−
t
β
+
uzz
4u
−
δ|u|2
2
),
µ1 =
δα3
2
(
i
4
(2uzu
∗ − u∗zu)− |u|
2
√
−
(uz)2
16u2
−
t
β
+
uzz
4u
+
δ|u|2
2
),
µ2 =
δα3
2
(
i
4
(2uzu
∗ − u∗zu) + |u|
2
√
−
(uz)2
16u2
−
t
β
+
uzz
4u
+
δ|u|2
2
),
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где постоянная α определена заменами (41), ν = ic/(8β). (Последние формулы были
получены автором, исходя из уравнений ИДМ (29), (30) и формул (6.3), (6.4) работы
[35]—cм. также [36]. )
2.5. Совместна следующая пара эволюционных уравнений
2(X − Y )Γt1 = ΓXX − ΓY Y + 2X
2(XΓ)X + (2t2X + t1)ΓX − 2Y
2(Y Γ)Y−
− (2t2Y + t1)ΓY − 2ν(X
2 − Y 2)Γ, (42)
2(X − Y )Γt2 = X [ΓY Y + 2Y
2(Y Γ)Y + (2t2Y + t1)ΓY − 2νY
2Γ]−
− Y [ΓXX + (2X
2)(XΓ)X + (2t2X + t1)ΓX − 2νX
2Γ] + ΓX − ΓY , (43)
которые есть “квантования” вида (20) с ε = 1, определяемые гамильтонианами (39)
и (40) — символически (42) и (43) можно записать в виде уравнений
Γt1 = K1(t1, t2, X, Y,−
∂
∂X
,−
∂
∂Y
)Γ, Γt2 = K2(t1, t2, X, Y,−
∂
∂X
,−
∂
∂Y
)Γ.
С помощью формулы
Γ = exp (−
X4 + Y 4
4
−
t2
2
+ t2(X
2 + Y 2) + t1(X + Y )
2
−
t2
1
t2
4
)W
“квантования” (42) и (43) сводятся к совместной паре уравнений
2(X − Y )Wt1 = WXX −WY Y − [X
6 − Y 6 + 2t2(X
4 − Y 4)+
+t1(X
3 − Y 3) + (t2
2
+ 2ν))(X2 − Y 2)]W,
2(X − Y )Wt2 = XWY Y − YWXX +WX −WY − [X(Y
6 + 2t2Y
4 + t1Y
3+
+(t2
2
+ 2ν)Y 2 −
t2
1
4
)− Y (X6 + 2t2X
4 + t1X
3 + (t2
2
+ 2ν)X2 −
t2
1
4
)]W.
После перехода к независимым переменным (41), замен
X = −(4β)1/4 exp(ipi/8)ζ, Y = −(4β)1/4 exp(ipi/8)η
и c = −8iβν последняя пара сводится к паре (35), (36).
З а м е ч а н и е 2. Скорее всего, аналогичным образом может быть описана связь
между парой уравнений (1), (26) и “квантованиями”, определяемыми совместной па-
рой H(9/2) гамильтоновых систем статьи [36].
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3 Заключительные замечания
3.1. При ε = 1 “квантования” (1) из [2] получаются не только из уравнений (2), но
и из уравнений εΨz = H(z, x, ε
∂
∂x
)Ψ, для которых при произвольных значениях ε
и определенных редукциях уравнений Пенлеве в [8] были построены серии явных
решений. В связи с этим результатом [8], а также в связи с разделом 2 статьи [10] и
результатами статьи [37] подчеркнем следующее обстоятельство:
при ε = 5/54 (19) можно переписать как уравнение
εΨt = ε
2[−
Ψxx
2
−
1
2
∂
∂x
(xΨy)−
1
2
xΨxy + (y −
5t
36
)Ψyy] + ε
5Ψy
108
+
+[
x5
2
− 2xy2 −
5tx3
36
+
5txy
18
−
5zx2
216
−
5zy
108
]Ψ.
Это значит, что наряду с представлениями в виде “квантований” (20) пары (18),
(19) можно символически записать и как уравнения:
εΨz = H1(z, t, x, y, ε
∂
∂x
, ε
∂
∂y
)Ψ, εΨt = H2(z, t, x, y, ε
∂
∂x
, ε
∂
∂y
)Ψ.
Возможно, подобную символическую запись допускают и какие-нибудь “кванто-
вания”, определяемые гамильтонианами, эквивалентыми гамильтонианам (39) и (40).
3.2. При описании выше “квантований” двух высших аналогов уравнений Пенле-
ве ключевой явилась замена (21), которая ранее в близких ситуациях для несколько
иных целей использовалась Д. П. Новиковым в [6] (cм. также формулу (2.3.36) ра-
боты [38]). Не факт, что лишь с помощью подобной замены также легко прояснится
вопрос о справедливости “квантований” вида (20) для всех высших гамильтоновых
изомонодромных аналогов Пенлеве с двумя степенями свободы, которым соответ-
ствуют уравнения ИДМ в матрицах размером 2×2 ( в частности, для всех, рассмат-
ривавшихся в [36]).
Пока не видно, как результаты данной работы могут быть обобщены на случаи
изомонодромных гамильтоновых ОДУ с числом степеней свободы, больших 2, пусть
даже для ситуаций, отвечающих уравнениям ИДМ в матрицах размером 2 × 2 (на-
пример, для представителей иерархий P n
1
, P n
2
c n > 2). В связи с только что сказан-
ным отметим, что в случае систем Шлезингера [39], соответствующих уравнениям
ИДМ в матрицах размером 2× 2, эти линейные уравнения ИДМ задают [6] решения
уравнений типа Белавина — Полякова — Замолодчикова [40] минимальной конформ-
ной теории поля с центральным зарядом алгебры Вирасоро, равным единице. Но не
связаны ли данные уравнения ИДМ также и с какими-либо “квантованиями”, опре-
деляемыми гамильтоновыми структурами соответствующих систем Шлезингера?
Совсем неисследованным остается и вопрос о “квантованиях” изомонодромных
гамильтоновых ОДУ, отвечающих уравнениям ИДМ в матрицах размером m × m
при m > 2.
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